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Gegeven is het stelsel vergelijkingen 
n 
,~------
,e:___ aJ"kx jyk = Uk j=1 
" .. l{L 
i aJ'kxJ.yk = VJ .. k;,,,1 
k = 1, ... ,m 
~ 
j == 1, ... ,n J 
""m_ n 
met a j k '> 0, Uk > 0, v j > 0, > Uk = ')- v J' . 
k=1 j=1 
Gevraagd wordt te bewijzen dat als x 1=1 gesteld wordt, er 
een en slechts een stelsel x 2J••·,xn, y1 , .•. ,ym met xj> O, 
yk) O bestaat, dat aan_de vergelijkingen voldoet. 
Een willekeurige vergelijking uit het stelsel is overbodig, 
omdat de som van de linkerleden (resp. rechterleden) van (1) ge-
lijk is aan de som van de link~rleden (resp. rechterleden) van 
( 2) . 
Stellen wij nu direct x1=1 
lijking van het stelsel (2) weg 
n ( + ~ ) Yk a1k ,e;___ a "kx · j=2 J J 
m 




- k k 
j 
wij de eerste verge-
er: 
= 1JQOO_?m ! • = 2, ... , n 
We vervangen nu n-1 door n, nummeren de veranderlijken x 
nu x 1 , ... ,xn en noemen a1k=bk. We moeten dan bewijzen dater bij 
het stelsel vergelijkingen 
.---1L 
yk(bk + ~ ajkxj) = Uk ( 3) 
(4) 
k = 1, .. .,m l 
I j = 1, ... ,n 
_..J:L > , , met aJ.k > o, bk> o, uk > O, vJ. > O, uk > __ -__ v. een en 
k=1 j=1 J 
slechts een stelsel x 1 , ... ,xn, y1 ., ... ,ym met xj > O, Yk> 0 
bestaat, dat aan de vergelijkingen voldoet. 
We passen volledige inductie naar n toe en bewijzen behalve 
de genoemde bewering bovendien, dat als een willekeurige der bk 
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gevarieerd wordt, de xj en yk der oplossing continu van zo'n bk 
afhangen en dat bovendien als een bk toeneemt alle x j toenemen en 
alle yk afne~en. u 
Voor n=O is de oplossing yk = bk en alle beweringen zijn 
evident. Voor n? 1 nemen wij aan da~ alle beweringen voor n-1 
in plaats van n gelden. We nemen nu het stelsel 
n 
( 5) yk(bk + a1kx1 + f~~ ajkxj) = Uk 
(6) 
k=1, ... ,mj 
j=2, .•. ,n 
dat uit het stelsel (3), (4) ontstaat door een vergelijking weg te 
laten. Kiest men nu x1 -~ 0 willekeurig, dan ontstaat een stel-
sel vergelijkingen van de soort als (3), (4) met n-1 in plaats 
van n. Hier in vervult bk+a1kx 1 de rol van bk. De bijvoorwaarden 
zijn ook vervuld. Volgens inductieveronderstelling is bij dit 
stelsel een en slechts een stelsel x 2 , ... ,xn, y1, .•. ,ym met 
x j ) O, yk )' O te vinden dat eraan voldoet. Verd.er volgt door 
optelling der vergelijkingen (5) en (6) direct: 
~ _ _m__ m ... 
.,'.;; ··- bkyk + x1 :?-. a1kyk = 2_ ___ Uk 
K=1 k=1 k=1 
(7) - 'f:_ vj. j=2 
Laten we nu x1 vari~ren en kiezen we x2, ... ,xn' Y1, ... ,ym 
als bijbehorende oplossing van (5), (6), dan zijn deze volgens 
inductieveronderstelling gontinue functies van bk+a1kx1, dus 
van x1 en dus is ook x1 )__ ... a1kyk een continue functie van x1 . 
k=1 
Verder nemen, als x1, en dus bk+a1kx 1, toeneemt, volgens induc-
tieveronderstelling alle yk af en dus neemt, volgens (7), 
m m 
x1 L a1kyk toe. Voor x1=0 is x1 2_=· a1kyk=O; voor x --• +co geldt, k=1 k=1 
m m n 
wegens (5), yk---,o en dus, wegens (7), x 1 ,>. a1kyk_.,..Luk-f=;vj. k=1 k=1 m n 
vj, is er dus een.en slechts een x 1 > 0 ,-- -Omdat O < V 1 < ,,£' __ Uk- 2 ··-· k=1 j=-2 
en een bijbehorende oplossing Y1 , .•. ,ym van (5) en (6) 
te vinden, zodat geldt: 
_,JIL. 
( 8 ) x1 2---· a1kyk = v 1' k=1 
Echter vormen (5), (6) en (8) samen het stelsel (3), (4), 
zodat bewezen is dat dit stelsel een en slechts een oplossing 
x1, ... ,xn, y1, .•• ,ym met xj > O, yk) O bezit. 
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Om te bewijzen dat biJ to~neming van J,n der bk alle xj 
toenemen, en alle yk afnemen, kunnen wiJ, zcnder de algemeen-
heid te schaden, b1 vari~ren. Laat b1 ~, b1 zljn en laat biJ b1 
de oplosslng x1 , ... ,xn, y 11 .•. ,ym en bij b; de oploesing 
x;, .•. ,x~, y~ 1 ••• ,y~ behoren. BiJ b~ en x1 behoort verder de 
oplossing x~, ... ,x~, y~, ... ,y; van (5) en (6) die echter niet 
aan (8) voldoet. Volgens inductieveronderstelling geldt, omdat 
b1 +a1kx 1 < b1+a,ncx 1 , x,.j .-- x~i (J = 2, •.. ,n) en yk) yk en dua 
,.m .. 
x 1 ;__ a.11<yk <.._ v 1 .. Vergelijken w1.j nu de oplossingen x2, ... ,x~, 
k='1 
vi V 1 0 n x" X 11 • 11 y 1' "an ( 1~) it:) ( behoren 
;J 1 , · · • , ., m 1:; :'2 ; , • • ; n, :J 1 J • • • ) m v J en \ 0 resp . · -
de b ij b 1, x1 en b 1, x1) dan it, omdat x1 ~ a1kyk een monotoon 
k=1 
"'.ID,_ toenemende functie van x1 ls en omdat x,1 --'-- a1kyk < v 1 en 
k=1 
yk > yk. 
Ten slotte bewiJzen wiJ dat van de oplossing x1, ... ,xn, 
y1 1 ••• ,ym alle xj en yk continue functies van een der bk zijn. 
Zo~der de algemeenheid te schaden mogen wij b1 vari~ren. Laat 
bij de vast gekozen b 1 de oplossing x1, ... Jxn' y 1, ... ,ym behoren 
en biJ de var·iabel gekozen b1 de oplosslng x1,, .. ,x~j y1, ... ,y~. 




(b1-b1)y1 = b1(y1-y1) +2:_ 
k::;,2 
.( 
Bij een s)O kiezen we nu o = 
b 1 e bm ~ 
m 1 n ( -Y + .· , . , . , -Y ,- , ½ b1). A 1 s 
"1 ?..,, 1 c. 
dan b1 zo gekozen is, dat I b1-b1 \ l .. ,5, is het 11n1<:erlid van ( 9) 
in absolute waarde <y15. Wegens de reeds bewezen monotonie heb-
ben alle termen van het rechterlid van (9) hetzelfde teken en 
zijn dus elk in absolute waarde ook < y1S. Dit geeft: 
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en voor k 
Hiermee is de continu!teit der yk bewezen. De continuiteit 
der xj volgt dan direct uit (6), 
Hiermede is het bewijs voltooid. 
